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Abstract
The aim of this article is to introduce Newman’s proof of the prime 
number theorem, which describes the asymptotic distribution of prime 
numbers. Newman’s proof is non-elementary but the prime number 
theorem can be proven very shortly and elegantly with few materials 
from complex analysis.


















辺の 1 より）2 パーセントの誤差がある．
　素数定理は 1792 年，ガウスが初めて実験的に気づいたとい
われている．その約 100 年後，1896 年にアダマール，プーサ
ンによって初めて証明された．それからさまざまな証明方法で
示されてきたが，どれも複素解析関数の理論を使うものだった．









命題１  は正則関数として  に拡張できる．















ここで t は n≤t≤n+1 なので，




   
　  は s>1 の範囲で収束することが知られている．よって 
  は  の 範 囲 で 収 束 す る． こ れ で
 を  の範囲に定義域を広げられた．
命題２の証明













となりここまでの結果から  の  における
極は存在するとしても  の零点だけであると分かった．
　以下，   の零点が存在しないことを示す．
 の零点は存在するとすれば  上にある．
が  の  次（ ）の零点だったとする． 目標は 
を示すことである．
 も  次（ ）の零点だとする．
共役複素数を考えると，
より
となるため，「  ならば 」である．したがって
 は  次の零点，  は  次の零点となる．
ここで


















と な る． こ の 式 の 左 辺 は 正 の 実 数 と な っ て い る． 両 辺 に 
 をかけ，  とすると右辺は次のように収束する．
ゆえに左辺も収束し極限値は０以上の実数になる．





























となる．ここで  を満たす正数  に対し，
となる自然数ｍが存在する．  は増加関数なので，











関数  は  で有界かつ局所可積分とし，
関数  を次のように定義する．











となり，  は任意なのでコーシーの積分定理から  は複
素数平面全体で正則であることがわかる．





となる十分大きい  と十分小さい  を取れる．この  か
つ  の領域の境界線を  とおく．この  の領域内
で   も  も正則なので
は正則．よってコーシーの積分公式により，
ここで，  のうち  の領域を  の領域を
 とする．
  は  で有界なので，













分関数は正則である．したがって，積分経路を   






 →  の時 0 に収束することを示す．

































『ある正数  に対し，  を満たさないいく
らでも大きな  が存在する．




『ある正数  に対し，  となるいくらでも大きな  
が存在する．』　(1)
『ある正数  に対し，  となるいくらでも大きな  
が存在する．』  (2)








そのため十分大きな  に対して  の絶対値は
任意に小さな値をとる．これは不合理であるので（1）は矛盾．
（2）の場合













 に登場する  をすべて  に変えると
31
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となる．  なる素数  の個数が  なので
である．（ここで命題５を用いた．）
次に逆向きの不等式をつくる．任意の小さな正数  をひとつと
り，  に登場する素数を
の範囲にあるものだけにすると
 
となる．この範囲で
と評価でき，この範囲にある素数の個数は
である．よって，
が成り立つ．ここで
なので
 
が成り立つ．さらに
と命題５から
となる．  が任意なのでこれと（＃）を合わせると，
となる．
謝辞
　本論文を作成するにあたり，京都大学大学院理学研究科数学
教室の森脇淳教授と山崎美幸さんから，丁寧かつ熱心なご指導
を賜りました．ここに感謝の意を表します．
 
